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Проблема и ее связь с научными и практическими задачами. Одной из 
важнейших проблем углепереработки является повышение эффективности обо-
гащения тонких классов углей (в особенности коксующихся) с учетом возрас-
тающих требований к качеству товарного концентрата, обеспечения экономи-
ческой и экологической эффективности технологических процессов, сокраще-
ния неоправданных потерь углей.  
Анализ исследований и публикаций. Эффективное обогащение угольных 
шламов традиционными методами обогащения является проблематичным. В 
этой связи необходим поиск новых технических решений, основанных на но-
вых приемах разделения шламовых продуктов по плотностям. Одним из таких 
решений может быть использование гравитационного сепаратора с раздели-
тельной гидроповерхностью [1]. 
Постановка задачи. Для оценки факторов, действующих при течении рас-
сматриваемого типа струй, исследование параметров радиальной двухслойной 
струи рационально проводить в два этапа. На первом этапе для исследования 
формы струи будем считать, что жидкости в слоях идеальны и имеют одну и ту 
же плотность. На втором этапе рассмотрим задачу о смешении двух турбулент-
ных струй с разными начальными скоростями. В данной научной статье приво-
диться первый этап. 
Изложение материала и результаты. Рассмотрим течение радиальной 
двухслойной струи идеальных жидкостей с одинаковыми плотностями, выте-
кающими параллельно или попутно из двух, расположенных одна над другой 
щелей (рис. 1). Учитывая геометрические особенности течения, а именно его 
оси симметричность, будем использовать цилиндрическую систему координат, 
ось которой проходит через условный центр течения и направлена вертикально 
вверх [2]. 
Предположим, что: 
− рассматриваемая жидкость идеальна и несжимаема; 
− рассматриваемая жидкость весома и на струю действует сила тяжести; 
− рассматриваемая жидкость является капельной; 
− течение является стационарным и установившимся; 
− течение рассматривается на восходящем участке струи; 
− нижняя граница струи описывается уравнением )(rfx = ; 
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Рис. 1. Струя 
 
С учетом принятых предположений, уравнения движения идеальной жид-
кости в рассматриваемой цилиндрической системе могут быть записаны в сле-
дующем виде [3] 
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где v  − проекция скорости на ось x ; u  − проекция скорости на ось r ; g  − ус-
корение свободного падения. 
Учитывая произвольность в выборе функции )(rf , введем следующую си-
стему координат: 
 
rs = ,       (4) 
 
( )rfxn −= ,     (5) 
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Система уравнений (4)-(8) дополняется кинематическими условиями на 


















uhnv ,     (10) 
 
Интегрируя уравнение (6) по ширине струи, в пределах n  от 0 до h , и учи-
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Таким образом, из формулы (12), следует, что при принятых условиях, 
расход жидкости, приходящийся на единичный угол, в струе рассматриваемого 
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где G  − расход жидкости, приходящийся на единичный угол. 
В рамках принятых предположений, учитывая характерные размеры ис-
следуемых струй жидкости (таблица), можно принять, что скорость постоянна 
по сечению струи [5], в этом случае из формулы (13) следует, что: 
 
GsUh = .      (14) 
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(верхний поток) Параметры 
обозначения значение обозначения значение 
11. Диаметр кругового 
сопла, м 
Dн 0,5 Dв 0,5 
22. Размер щели кругово-
го отверстия, мм 
dщн 2 dщв 10 
33. Угол наклона струи, 
град. 
αн 0-30 αв 0-30 
44. Содержание твердого 
в пульпе, г/л Сн 0 Св 150-300 
55. Размер частиц, мм dн – dв 0,5-3 
66. 











77. Давление потока, МПа Рн 0,01-0,03 Рв 0,015 
88. Скорость потока*, м/с υн 4-7 υв 0-5 
99. Объем пульпы, м3/ч Qн 40-80 Qв 280 
Примечания: * – υн > υв. 
 
Используя принятые выше условия и соответствующую последователь-
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IhsU =2 ,      (17) 
 
где I  − импульс на единицу угла. 
Из равенств (14), (17) следует, что 
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−= ,      (20) 
где 0h  − начальная ширина струи; SR  − радиус среза выходного сопла. 
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Таким образом, из формул (14)-(20), следует, что скорость в струе посто-
янна и не зависит от текущей координаты, а ширина струи обратно пропорцио-
нальна радиусу. При этом скорость сужения струи обратно пропорциональна 
квадрату радиуса, т. е. чем дальше от сопла, тем все медленнее сужается струя. 
Зависимость (19) нетрудно использовать для оценки длины струи, при ко-
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z = ,      (24) 
 
где H  – относительная толщина струи; sd  – диаметр частиц твердого материа-
ла, подаваемых в струю; z  – относительное расстояние от оси струи до текуще-





















Рис. 2. Зависимость относительной толщины струи от текущей длины 
при различных начальных условиях 
 
Интегрируя уравнение (7) с учетом уравнений (11) и кинематические ра-
венства на границах струи (9)-(10), после выполнения соответствующей после-
довательности действий, получим 
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где C  − константа интегрирования. 
Учитывая выражение для скорости сужения струи (20) формула (26) может 
быть преобразована в дифференциальное уравнение первой степени с разде-









df S +−= 22
0
2
,     (27) 
 
Предполагая, что точка SRs =  совпадает с нижним краем сопла (рис. 1), 
уравнение (27) решается со следующими начальными условиями: 
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где 0α  − угол между начальным направлением струи и радиусом. 
После интегрирования уравнения (27) и определения значений постоянных 
интегрирования функция )s(f  будет иметь вид 
 
























20 .  (30) 
 
Из (30) можно получить выражение для расчета высоты максимального 
подъема струи и радиуса до точки, где он достигается. Дифференцируя выра-
жение (30) и приравнивая производную нулю, после несложных преобразова-
ний, получим следующее кубическое уравнение: 
 






z = ,      (32) 
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где Mz  − относительная точка максимального подъема струи; Ms  − точка мак-
симального подъема струи; a  − безразмерная начальная толщи на струи; b  − 
модифицированный критерий Фруда. 
Уравнение (31) заменой переменных преобразуется к неполному кубиче-
скому уравнению 
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( )( ) abbaq +−+= 311
27
2
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дискриминант, которого, по причине 1<<a  (таблица), строго положителен во 
всем диапазоне значений входящих в него величин: 
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Таким образом, в соответствии с формулами Кордано [6], уравнение (31) 
единственный вещественный корень, определяемый по выражению: 
 
( ) ( )cbazM Ω−+= 3
11
,     (40) 
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В рассматриваемых диапазонах изменения переменных a  и b  (табл. 1) ми-
нимальное значение величины c  превосходит 12, поэтому нетрудно показать, 
что в этом интервале значений величина функции ( )cΩ  мало отличается от 3, 




clim .     (43) 
 
Таким образом, для рассматриваемого диапазона изменения переменных a  
и b  (табл. 1), вместо формулы (40) справедливо использовать следующее вы-
ражение (рис. 3): 
 















Рис. 3. Зависимость относительной точка максимального подъема струи  
от критерия Фруда при различных начальных условиях 
 
Из рис. 3 видно, что значения величины Mz  мало изменяются при варьи-
ровании параметра a , при этом если зависимость (44) заменить формулой 
 
bzM += 1 ,      (45) 
 
то относительная погрешность в определении величины Mz  не превысит 8%. 
При использовании формулы (44) высота подъема струи будет (рис. 4) 
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где Mf~  − относительная высота максимального подъема струи; Mf  − высота 















Рис. 4. Зависимость относительной высоты максимального подъема струи  
от критерия Фруда при различных начальных условиях 
 
При использовании вместо формулы (44) оценочного выражения (45), вы-












−= .     (48) 
 
Однако, поскольку использовать формулу (30) для практических расчетов 
затруднительно, для дальнейшего анализа зависимость (30) удобно переписать 
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z = ,       (51) 
 
где e  − скорректированная относительная координата текущего сечения струи;  
z  − относительная координата текущего сечения струи. 
Зависимость (49) требует проверки путем сравнения с экспериментом, в 
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том плане, что по ней можно посчитать зависимость f~  для нижней струи и для 
верхней, затем провести экспериментальные замеры для составной струи, тем 
самым определив зависимость f~  для нее. После чего можно установить корре-
ляционную зависимость между ними: 
 
( ) mf~f~f~ ψ−+ψ= 10 ,    (52) 
 
где f~  − относительная высота подъема двойной струи; 0f~  − относительная вы-
сота подъема нижней струи; mf~  − относительная высота подъема верхней 

























Рис. 5. Зависимость относительной высоты подъема струи  
от скорректированной относительной координаты  


























Рис. 6. Зависимость относительной высоты подъема струи  
от скорректированной относительной координаты  
при различных значениях критерия Фруда для =a 0,034 
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Рис. 7. Зависимость относительной высоты подъема струи  
от скорректированной относительной координаты  
при различных значениях критерия Фруда для =a 0,069 
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( ) maaa~ ψ−+ψ= 10 ,    (55) 
 
где b~ , a~  − параметры течения двойной струи. 
С учетом выражений (33) и (34) формулы (54) и (55) и учитывая, что угол 
наклона струи в начальном сечении и радиус края форсунки для обеих струй 
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( ) 000 1 hhh~ ′′ψ−+′ψ= ,    (59) 
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000 hhh ′′+′= .     (59) 
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Выводы и направления дальнейших исследований. Проведенные аналитиче-
ские исследования течения радиальной двухслойной струи идеальных жидко-
стей с одинаковыми плотностями, вытекающими параллельно или попутно из 
двух, расположенных одна над другим щелей позволили получить выражение 
относительной высоты подъема двойной струи. В дальнейших исследованиях 
будет рассмотрен второй этап задачи о смешении двух турбулентных струй с 
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